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Professor SVD

VON CLEVE MOLER

Gene Golub ist Computerwissenschaftler an der Stanford University. Er hat mehr als jeder

andere dazu beigetragen, die Singularwertzerlegung zu einem der machtigsten und ver-

breitetsten VWerkzeuge der modernen Linearen Algebra zu machen.
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Gene Golubs Nummernschild. Fotografie von Professor PM. Kroonenberg von der Universitcit leiden.

Die Singularwertzerlegung (SVD) ist eine
relative neue Entwicklung. Laut Pete Stew-
art, dem Autor des 1993 erschienen Ar-
tikels “On the Early History of the Singular
Value Decomposition”, wurde der Begriff
valeurs singuliéres zum ersten Mal um 1910
von Emile Picard im Zusammenhang mit
Picard

verwendete hier das Adjektiv ,singuldr®

Integralgleichungen  verwendet.

Die Singulérwertzerlegung

(SVD) ist eine Faktorisierung
von Matrizen mit einer Vielzahl

interessanter Anwendungen.

in der Bedeutung ,auflergewShnlich®
oder ,,auflerordentlich“. Ein Bezug zu sin-
guldren Matrizen bestand zu diesem Zeit-
punkt noch nicht.
Alsichin den frithen sechziger Jahren Dok-
torand war, wurde die SVD immer noch als
einziemlich obskurestheoretisches Konzept
angesehen. In einem Buch, das George For-
sythe und ich 1964 gemeinsam schrieben,
wurde die SVD als eine relativ schlechte
Methode
Norm und die Konditionszahl

beschrieben, die

einer Matrix zu kennzeich-
nen. Einen praktischen Weg,
SVDs zu berechnen, gab es
noch nicht. Gene Golub und
W. Kahan veroffentlichten
1965 den ersten Algorithmus,
der das anderte. Die heute
verwendete Form der SVD
basiert auf einer 1970 von
Gene Golub und Christian
Reinsch veroffentlichten Vari-
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ante dieses Algorithmus. Als 1980 die erste
MATLAB®-Version erschien, war die SVD
eines ihrer Highlights. Lassen Sie uns ein
Beispiel in Form einer 2x2-Matrix erzeu-
gen, indem wir den Vorgang umkehren
und eine Matrix aus ihrer SVD berechnen.
Wir setzen 6, =2,0,=1/2,0 =n/6 und ¢ =

11/4. Es seien

-cos 0

sin O

5o o 0
_( 0 02)

-cos ¢

sin 0
cos O )

sin ¢
sing cos ¢

Die Matrizen U und V beschreiben Drehu-
ngen um die Winkel 6 und ¢, gefolgt von
Spiegelungen in der ersten Dimension. Die
Matrix X ist eine diagonale Skalentransfor-

mation. Wenn man nun die Matrix A nach
A=UxVT

berechnet, erhilt man das Ergebnis

ae(

Es besagt, dass die Matrix A erzeugt wird

durch eine 45°-Drehung und eine Spiege-

1.4015 -1.0480
4009 1.0133)

lung, gefolgt von unabhingigen Skalier-
ungen der beiden Koordinatenrichtungen
mit dem Faktor 2 beziehungsweise % und
schlieSlich durch eine 30°-Drehung, gefolgt
von einer weiteren Spiegelung.

Die MATLAB-Funktion eigshow erzeugt
ein Diagramm, das die Singularwertzerle-

gung einer 2x2-Matrix demonstriert.
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Abb. 1: Die von eigshow erzeugte SVD-Darstellung.

Wir geben dazu folgende Anweisungen
ein:

A = [1.4015 -1.0480;
-0.4009  1.0133]

eigshow (A)

Wenn man nun den Knopf ,,SVD* klickt
und die Maus etwas bewegt, erscheint Ab-
bildung 1, wenn auch mit etwas anderer
Beschriftung.

Der griine Kreis ist der Einheitskreis in der
Ebene. Die blaue Ellipse stellt das Bild des
Kreises nach Transformation durch die Ma-
trix A dar. Die griinen Vektoren v, und v, die
fiir die Spalten von V stehen, und die blauen
Vektoren u, und u,, die fiir die Spalten von U
stehen, sind zwei verschiedene orthogonale
Basen fiir den zweidimensionalen Raum.

Die Spalten von V sind um 45° gegen die
Achsen der Abbildung gedreht, wihrend
die Spalten von U, die die grofie und kle-
ine Halbachse der Ellipse bilden, um 30°
gedreht sind. Die Matrix A transformiert v,
inou undv,in ou,

Lassen Sie uns nun zu Matrizen der Ord-
nung m mal n tibergehen. Eine der wich-
tigsten Eigenschaften der SVD ist ihre
Anwendbarkeit auf orthogonale Matrizen.
Eine reelle Matrix U ist orthogonal oder hat

orthonormale Spalten, wenn gilt:

U'u=1

Die Spalten von U stehen also paarweise
senkrecht aufeinander und haben Einheit-
slange. Geometrisch betrachtet sind Trans-
formationen mit orthogonalen Matrizen
eine Verallgemeinerung von Drehungen
und Spiegelungen; alle Langen und Win-
kel bleiben dabei erhalten. Rechnerisch
sind orthogonale Matrizen attraktiv, weil
sie Rundungsfehler und andere Fehler
nicht vergroflern. Jede reelle Matrix A,
sogar eine nicht-quadratische Matrix, kann
als Produkt dreier Matrizen geschrieben

werden.
A=UsVT

Die Matrix Uist orthogonal und hat genau so
viele Spalten wie A. Die Matrix X hat die glei-
che Grofle wie A, besitzt aber nur auf ihrer
Diagonale Elemente, die ungleich Null sind.
Die Diagonalelemente von X sind die Sin-
guldrwerte und die Spalten von Uund V'sind
die rechten und linken Singulirvektoren.

In der abstrakten Sprache der Linearen Al-
gebra stellt eine Matrix eine lineare Trans-
formation eines Vektorraums, den Defini-
tionsbereich, in einen anderen Vektorraum,
den Wertebereich, dar. Die SVD besagt also,
dass es fiir jede lineare Transformation
moglich ist, eine orthonormale Basis fiir
den Definitionsbereich und eine (méglich-
erweise andere) orthonomale Basis fiir den

Wertebereich zu wihlen. Die Transforma-
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tion wird damit unabhéngig von allen Ska-
lierungen oder Dehnungen in den Koordi-
natenrichtungen.

Der Rang einer Matrix ist die Zahl linear
unabhéngiger Zeilen, die wiederum iden-
tisch mit der Zahl linear unabhangiger
Spalten ist. Der Rang einer Diagonalmatrix
ist also offensichtlich gleich der Zahl der
Diagonalelemente, die ungleich Null sind.
Orthogonale Transformationen haben auf
die Zahl linear unabhingiger Zeilen oder
Spalten keinen Einfluss. Der Rang jeder
Matrix ist damit immer gleich der Zahl aller
Singuldrwerte, die ungleich Null sind. Wir

geben nun in MATLAB die Anweisung

type rank

ein, um zu untersuchen, wie man geschickt
Toleranzen wihlen kann und die nicht ver-
nachldssigbar kleinen Singuldrwerte findet.
In traditionellen Kursen in Linearer Alge-
bra wird meist noch die Zeilenreduzierte
Stufenform (Reduced Row Echelon Form,
RREF) besonders hervorgehoben. Wenn
man aber mit ungenauen Daten und mit in-
exakter Arithmetik arbeiten muss, ist diese
Methode wenig zuverldssig. Die SVD ist
eine Art moderner Ersatz fiir die RREE
Eine quadratische Matrix ist nichtsingulir,
wenn, und nur wenn, alle Diagonalelemente
darin ungleich Null sind. Der numerisch
zuverlédssigste Weg zur Bestimmung, ob
Matrizen singuldr sind, besteht darin, ihre
Singuldrwerte zu testen. Das geht erheblich
einfacher, als ihre Determinanten zu bere-
chnen, die fiirchterliche Skalierungseigen-
schaften haben.

Mit Hilfe der Singuldrwertzerlegung wird

das lineare Gleichungssystem
Ax=b

zu
UsVix=b

Die Losung dafiir ist

x=V21U"p



Abb. 2: Niherungen des Ranges 12, 50 und 120 des Fotos von Gene Golub mif dem Rang 598.

Man multipliziert mit einer orthogonalen
Matrix, teilt durch die Singularwerte und
multipliziert dann mit einer anderen or-
thogonalen Matrix. Der Rechenaufwand
ist zwar hoher als beim Gauf3-Algorithmus,
dafiir sind aber die numerischen Eigen-
schaften dieses Verfahrens exzellent. Man
kann abschitzen, ob die Singuldrwerte ver-
nachldssigbar klein sind und fiir den Fall,
dass das zutrifft, das entsprechende sin-
guldre System analysieren.

E, sei das Vektorprodukt des k-ten linken

und rechten Singularvektors, also

Dann kann A als eine Summe aus Matrizen

vom Rang 1 ausdriickt werden
n
A=) oE,
k=1

Wenn man nun die Singuldrwerte in aufs-
teigender Reihenfolge ordnet, 6> ¢, > ... >
0,, und die Summe nach r Termen absch-
neidet, ist das Ergebnis eine Ndaherung der
Ausgangsmatrix vom Rang r. Der Fehler
dieser Ndherung hingt von der Gréfenor-
dnung der vernachléssigten Singuldrwerte
ab. Wenn man auf diese Weise mit einer
Datenmatrix verfiahrt, die durch Subtrak-
tion des Mittelwertes jeder Spalte von der
gesamten Spalte zentriertwurde, nennt man

diesen Vorgang Hauptkomponentenanalyse

(Principal Component Analysis, PCA). Die
rechten Singuldrvektoren, v,, sind die Korm-
ponenten, die skalierten linken Singuldrve-

ktoren, o u

U, sind die so genannten Scores.

PCAs werden meistens mit Hilfe der Ei-
genwerte und Eigenvektoren der Kovarian-
zmatrix AAT beschrieben. Manchmal hat
der SVD-Ansatz aber bessere numerische
Eigenschaften.

SVDs
werden héufig am Beispiel der Kompres-

und Matrizen-Approximationen

sion eines Bildes demonstriert. Fiir unser
Beispiel verwenden wir Gene Golubs Foto
von seiner Webseite (Abb. 2). Das Bild hat
897 mal 598 Pixel. Wir schreiben die Werte
fiir die Rot- Griin- und Blauanteile einzeln
untereinander, wodurch wir eine 2691-mal-
598-Matrix erhalten. Wir fithren dann eine
einzige SVD durch. Nachdem wir so eine
Néherung niedrigen Ranges durchgefiihrt
haben, setzen wir die neuen RGB-Werte
in das Bild ein. Wenn wir mit einem Rang
von 12 arbeiten, stimmen bereits die Farben
und man kann Gene erkennen. Das geht
am besten, wenn man die Augen ein wenig
zusammenkneift und das Gehirn das Bild
rekonstruieren ldsst. Bei einem Rang von
50 kann man bereits die Formeln auf der
Tafel hinter Gene lesen. Wenn wir einen
Rang von 120 wiéhlen, gibt es kaum noch
einen Unterschied zum maximalen Rang
von 598. (Fiir eine echte Bildkompression
eignet sich diese Methode allerdings weni-

ger. Um ehrlich zu sein, meine Freunde aus
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der Bildverarbeitung bezeichnen dies als
»Bildverschlechterung®)

Das Thema Eigenwerte wurde bis hierher
praktisch noch gar nicht angeschnitten. Ich
wollte namlich zeigen, dass es maoglich ist,
tiber Singuldrwerte zu reden, ohne dabei
Eigenwerte zu erwihnen - obwohl beide
natiirlich eng mit einander verwandt sind.
Wenn A quadratisch, symmetrisch und
positiv definit ist, sind ihre Singuldrwerte
sogar mit den Eigenwerten identisch und die
linken und rechten Singuldrvektoren sind
mit einander und mit den Eigenvektoren der
Matrix identisch. Allgemeiner ausgedriickt
sind die Singuldrwerte von A die Quadrat-
wurzeln der Eigenwerte von A”A oder AA”.
Singuldrwerte sind dann wichtig, wenn
man eine Matrix als Transformation
eines Raums in einen anderen Raum mit
moglicherweise anderen Dimensionen
betrachtet. Eigenwerte dagegen sind wich-
tig, wenn man eine Matrix als Transfor-
mation eines Raum in sich selbst ansieht,
beispielsweise bei gewohnlichen linearen
Gleichungen.

Google findet iiber 3.000.000 Webseiten,
die den Begriff ,,Singular Value Decom-
position® enthalten und fast 200.000
Seiten mit ,SVD MATLAB® Einige dieser
Seiten kannte ich schon, bevor ich diese
Kolumne zu schreiben begann. Ein paar
andere interessante Seiten habe ich erst
beim Surfen entdeckt.

Professor SVD hat all das (und vieles mehr)
moglich gemacht. Vielen Dank, Gene.



Einige Suchergebnisse fir den Begriff

“Singular Value Decomposition”

= Die Wikipedia-Seiten zur SVD und PCA sind sehr gut und
enthalten eine Reihe niitzlicher Links, wenn auch nicht zuein-
ander.
en.wikipedia.org,/wiki/Singular_valve_decomposition

en.wikipedia.org/wiki/Principal_component_analysis

= Rasmus Bro, Professor der Koniglichen Tierdrztlichen und Land-
wirtschaftlichen Universitit in Déanemark, und Barry Wise, Leiter
der Eigenvektor-Forschung in Wenatchee, Washington, beschéftigen
sich beide mit der Chemometrie mit Hilfe von SVDs und PCAs. Ein
Beispiel zeigt die Analyse des Absorptionsspektrums von Wasser zur
Identifizierung flussaufwirts gelegener Verschmutzungsquellen.
www.models.kvl.dk/users,/rasmus

www.eigenvector.com

= Tammy Kolda und Brett Bader von den Sandia National Labs
in Livermore, Kalifornien, haben die Tensor Toolbox fiir
MATLAB entwickelt, mit der die PCA auf mehrdimensionale
Datensitze verallgemeinert werden kann.

csmr.ca.sandia.gov,/~tgkolda,/ TensorToolbox

= 2003 hat Lawrence Sirovich von der Mount Sinai School of Medi-
cine in den Proceedings of the U.S. National Academy of Sciences
den Artikel “A pattern Analysis of the second Rehnquist U.S. Su-
preme Court” veroffentlicht. Sein Artikel war Ausgangspunkt fiir
Beitrdge in der New York Times und der Washington Post, weil er
ein unpolitisches, phdnomenologisches Modell von Gerichtsents-
cheidungen aufstellt. Zwischen 1994 und 2002 hérte das Gericht 468
Fille. Da es neun Richter gibt, von denen jeder in jedem Fall eine
Mehrheits- oder Minderheitsposition einnimmt, bilden die Daten
eine 468-mal-9-Matrix von +1s und —1s. Wiren alle Entscheidun-
gen per Miinzwurf gefallen, hatte die Matrix ziemlich sicher den
Rang 9 gehabt. Sirovich fand aber, dass der dritte Singuldrwert um
eine Groflenordnung kleiner ist als der erste. Die Matrix hat also
in guter Naherung den Rang 2. Anders ausgedriickt befinden sich
die meisten Entscheidungen des Gerichts naherungsweise in einem
zweidimensionalen Unterraum samtlicher moglichen Urteile.
www.pnas.org/cgi/reprint/ 100/13/7432

= Bei der semantikgestiitzten Ahnlichkeitssuche sucht man nach Do-
kumenten, indem man die SVD auf Matrizen anwendet, die Wahrs-
cheinlichkeiten des Auftauchens von Begriffen in einem Artikel
enthalten. Sollte beispielsweise eine Suche nach ,,Singuldrwert* auch
nach ,,Eigenwert" suchen? Michael Berry, Zlato Drmac und Liz Jes-
sup haben dazu 1999 den Artikel “Matrices, Vector Spaces, and In-
formation Retrieval” in der SIAM Review veroffentlicht.
epubs.siam.org/SIREV/volume-4 1 /art_34703.himl

= Der erste Google-Treffer zu “protein svd” ist “Protein Substate
Modeling and Identification Using the SVD”, von Tod Romo
von der Rice University. Die Seite stellt die Anwendung der
SVD auf die Analyse der Struktur und der Bewegung von Pro-
teinen vor und enthélt einige wundervolle Grafiken.

bioc.rice.edu,/~tromo/ Sprez/toc.himl

= Die Biophysiker Micheal Wall, Andreas Rechsteiner und Luis
Rocha (Los Alamos) geben einen guten Online-Uberblick iiber
die SVD und PCA am Beispiel ihrer Anwendungen auf die Gen-
expressions-Analyse.
public.lanl.gov,/mewall/kluwer2002. himl

= ,Darstellung periodischer menschlicher Bewegungen mit
Hilfe der Funktionsanalyse”, (2005), von Dirk Ormoneit,
Michael Black, Trevor Hastie und Hedvig Kjellstrom, besch-
reibt Methoden, bei denen Fourierzerlegungen und PCAs zur
Analyse und Modellierung der Motion-Capture-Daten von
Titigkeiten wie dem Laufen eingesetzt werden.
www.csc.kth.se/~hedvig/publications/ivc_05. pdf

= Ein dhnliches Thema hat der Artikel ,,Zerlegung biologischer
Bewegungen: ein Geriist fiir die Analyse und Synthese men-
schlicher Gangmuster, (2002), von Nicholaus Troje. Trojes Ar-
beit ist auch die Basis fiir eine “Eigenwalker”-Demo.
www. journalofvision.org/2/5/2

www. mathworks.com,/moler/ncm/walker.m

= Eine Suche bei der US Patent- und Warenzeichen-Behorde
ergibt 1.197 US-Patente, die den Begriff ,,Singular Value De-
composition” enthalten. Das dlteste davon, “Ein fiberoptisches
System zur Inspektion von Sandwich-Lotverbindungen in in-
tegrierten Schaltkreisen, stammt aus dem Jahr 1987. Daneben
finden sich Titel wie ,,Kompression von Oberfldchen-Lichtfel-
dern, ,Methode zur seismischen Uberwachung“, »Seman-
tische Suchen in Peer-to-Peer-Netzwerken, ,,Biochemische
Marker der Hirnfunktion und ,,Mit Diabetes leben".
www. uspto.gov,/paft

D On the Early History of the Singular Value Decomposition
locus.siam.org/SIREV,/volume-35/art_1035134.himl

P Cleve’s Corner Collection

www.mathworks.com,/res,/cleve

©1994-2006 by The MathWaorks, Inc. MATLAB, Simulink, Stateflow, Handle Graphics, RealTime Workshop sowie xPC TargetBox sind eingefragene Warenzeichen und SimBiology, SimEvents
und SimHydraulics sind Handelsmarken von The MathVWorks, Inc. Andere Produk oder Markennamen sind Handelsmarken oder eingefragene Warenzeichen der jeweiligen Eigentimer.

91426v00 10/06

4\The MathWorks



